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価格モデルの精緻化はインデックス投資の
リスク評価に影響するか？

― 新 NISA を想定した長期シミュレーションによる検証 ―

金　谷　太　郎
吉　田　陽　一

要　　旨
　2024年から始まった新 NISA により，非課税投資枠が大幅に増額され，非課税
期間は恒久化された。政府は家計に長期に渡って資産運用を行うインセンティブ
を与えており，証券業界・資産運用業界の低コスト化競争により，個人の投資環
境整備は近年急速に進んでいる。その一環として，長期インデックス投資がリス
クに見合うリターンが得られるか否かを可視化するシミュレーション結果を示す
ことは重要である。その際，頻繁に用いられるのは簡便な幾何ブラウン運動モデ
ルである。本稿では現実データで観測されるものの幾何ブラウン運動モデルでは
捉えられない極端な下落などの挙動をより正確に表現できる ARMA-EGARCH-
skew-t モデルを採用して２つのモデル間で生じるシミュレーション結果の差に注
目した。最も標準的な全世界株式指数，全米株式指数及び TOPIX に連動する投
資信託で運用すると想定した場合，２つのモデル間には積立や取り崩しのリスク
評価に明確な差が生じるものの，個人投資家の現実的な意思決定において影響を
与える程ではないことを示す。

キーワード：新 NISA，モンテカルロ・シミュレーション，テイルリスク，時変
ボラティリティ，非対称 t 分布
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１．はじめに

　NISA （Nippon Individual Savings Account: 

日本版少額投資非課税制度）は 2024 年に大幅

に拡充され，非課税投資枠の増額と非課税期間

が恒久化された。これにより，家計が長期のイ

ンデックス投資を前提に資産形成と取り崩しを

設計する機運が高まっている。その計画を立て

るにあたって，所与の利回りを仮定して将来評

価額を可視化するシンプルなツールが広く使わ

れており，特に投資初心者にとっての大まかな

目安には有用である１。他方で，リターンだけ

でなくボラティリティや尾部確率を含むリスク

の全体像までを伝える設計はまだ十分とは言い

がたい。長期運用の評価には，（i）確率モデル

から乱数で資産価格系列を発生させるモンテカ

ルロ・シミュレーションと，（ii）過去の資産価

格データの連続期間をずらして繰り返すローリ

ング法によるバックテストがあり，それぞれ利

点と制約がある。後者はモデル仮定を置かない

一方で，運用の検証期間が長期になるほど，取

り出せる期間が互いに大きく重複し，評価結果

は観測期間固有の値動きに強く依存してしまう

という問題がある。前者にはモデルの仮定が必

要になり，それがいかに現実のデータの挙動を

捉えられるかが成否を分けるが，一旦モデル化

に成功した場合には，超長期のシミュレーショ

ンを自由にできる点が強みである。本稿が対象

とする新 NISA のシミュレーションはしばし

ば超長期を想定する必要がある。よって，モン

テカルロ法に用いる資産価格モデルおよび物価

推移モデルの精緻化を試みる。

　本研究は，長期インデックス投資の積立・取

り崩しを，簡便な幾何ブラウン運動（Geometric 

Brownian Motion : 以下 GBM）モデルと，より

現 実 の デ ー タ 特 性 を 反 映 す る ARMA–

EGARCH-skew-t （以下 AES）モデルで比較し，

モデルの精緻化が元本割れ・枯渇確率に与える

影響を定量的に検証する。なお，以下の分析は，

異なる価格モデルの採用が長期シミュレーショ

ン結果の分布に与える影響を比較する記述的分

析であり，最適な投資行動や取り崩し率の導出

を目的としない。

　投資対象として用いるデータは，一般的な日

本人個人投資家がインデックスファンドに毎月

積立，あるいは，取り崩しすることを想定して，

円建ての S&P500，MSCI ACWI，TOPIX （い

ずれも配当込みトータルリターン）とする。ま

た，取り崩しの際，考慮に入れるべき CPI も

同時期の月次データを観測した。株式指数リ

ターン分布の左裾が厚くなるのに対して，CPI 

変化率分布は右裾が厚い。この特徴を捉えるの

が本稿のモデル化の要点である。

　本稿では，過去のデータから AES モデルを

最尤推定し，その推定モデルから 50 年分の発

生系列を多数生成して，GBM モデルからの発

生系列と積立評価額や取り崩しの枯渇確率を比

較する。その際，同一の一様乱数系列を用いて 

GBM モデル と AES モデル の差をモデル構造

の違いに帰着できるよう設計した。その上で，

新 NISA の非課税保有限度額（1800万円。以下，

総枠）・年間投資枠（360万円）に合わせた複数

の積立パターン，ならびに初期資産の一定割合

01　一定の利回りを想定して将来の資産額を見積もるものとしては，金融庁つみたてシミュレーター，楽天証券積立かんたんシ
ミュレーションなどがある。リターンに加えて，ボラティリティを考慮して，将来の資産額の確率分布に言及するものとしては，
野村アセットマネジメント将来シミュレーション，三菱 UFJ アセットマネジメントつみたて投資シミュレーション，取り崩し
シミュレーションなどがある。
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をインフレ調整して取り崩す方式をとる。なお，

本稿で観測した株価と物価の相関は低く推移し

ており，モデル化の際は独立過程として扱う。

　得られた結論は以下の通りである。AES モ

デルは株価の下方テイルと物価の上方テイルを

より忠実に反映するため，GBM モデルのテイ

ル確率の過小評価を修正して大きく見積もるこ

とになる。もっとも，その差は安定的に小さく，

個人投資家の現実的な意思決定を大きく左右す

るほどではない。すなわち GBM は簡便という

利点を保ちつつ，テイルの過小評価に留意して

用いれば実用上の支障は小さい。本稿はこの点

を，積立・取り崩しの双方で具体的に示す。

　本稿の構成は次のとおりである。次章では関

連研究を概観し本稿の位置づけを明確にする。

第３章でデータの要点を示し，第４章でモデル

を述べ，第５章で推定結果を報告する。第６章

でシミュレーション設計と結果を示し，第７章

で結論を述べる。

２．先行研究と本稿の位置づけ

　本節では，退職後の取り崩し率，シミュレー

ション手法，リターン分布の経験則とボラティ

リティ・モデル，インフレ過程の順に関連研究

を概観し，これらを踏まえた本稿の位置づけを

明確にする。

　 退 職 後 資 産 の 取 り 崩 し 率 に つ い て は，

Bengen （1994）が米国の長期データに基づき，

実質 ４％・30 年の持続可能性を示したのが嚆

矢 で あ る。 こ れ に 続 く Cooley, Hubbard & 

Walz （1998）はローリング法によるバックテス

トを用いた取り崩し成功率の研究として有名で

あり，トリニティ・スタディと呼ばれる。株式

比率が高いポートフォリオほど実質 ４％程度

の取り崩しは運用ポートフォリオ維持可能性が

高いとすることから，４％ルールとも呼ばれ，

実務的な文脈でしばしば引用される。このルー

ルの米国外への応用については Pfau （2010）

がリスクを指摘し，低利回り環境での安全率低

下は Finke, Pfau & Blanchett （2013）などが論

じている。近年では，極端な下落を確率的に組

み込んだモンテカルロ・シミュレーションによ

り ４％ルールの頑健性を再検証する試みもあ

る（Tamimi et al., 2024）。本稿の関心である極

端な下振れ，すなわち，資産収益率の左裾の厚

さが与える取り崩し成功率への影響は先行研究

でも繰り返し確認されてきた。

　シミュレーション手法としては，ローリング

法とモンテカルロ法が併用されてきたが，前者

は運用の検証期間が長期になるほど，異なるサ

ンプルパスがほとんど得られず時期依存が強ま

る一方，後者は採用モデルの仮定が結果を左右

する。Cooley, Hubbard & Walz （2003 ,  2011）

は，ローリング法バックテストと GBM モデル

を用いたモンテカルロ法を比較し，長期になる

ほど両者の取り崩し成功率に差が生じることを

示した。長期シミュレーションにおいて，平均・

分散が一定の GBM モデルを採用するのは無理

があり，収益率分布のファットテイルや極端な

下落をモデル化できていない。よって，本稿で

は AES を用いて時変分散やテイルリスク組み

込んだ長期シミュレーションに耐えうる仕様を

採る。

　資産収益率の非正規性，とりわけファットテ

イ ル（ 高 い 尖 度 ）， は 古 典 的 研 究 に 遡 る

（Mandelbrot, 1963；Fama, 1965）。現在では，

広く金融データで観測されるボラティリティ・

ク ラ ス タ リ ン グ は ARCH モ デ ル（Engle, 

1982）や GARCH モデル（Bollerslev, 1986）で
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記述されることが標準化されている。またその

拡張として，株価データでしばしばみられる下

落時の非対称性（レバレッジ効果）を記述する

ために，符号効果を通じて非対称を表現できる 

EGARCH（Nelson, 1991）や GJR-GARCH（Glosten 

et al., 1993）が用いられてきた。さらに，撹乱

項の分布自体を拡張するアプローチとして，

Hansen （1994）や Fernández & Steel （1998）

の非対称 t 分布を用いるモデルも広く研究され

ており，市場リスク評価の実務でも用いられる

ことがある。

　インフレ過程については，インフレ上昇局面

で変動が拡大し，右裾が厚い振る舞いが観察さ

れる。こうした特性は，Engle （1982）が英国

インフレ率の分析を通じて ARCH モデルを提

案したことにも示されるように，インフレ率が

時変的な分散構造を持ち得ることを示唆してい

る。一方，株式リターンは左裾が厚い。この組

み合わせは，取り崩しにおいて評価額の低下（株

価急落）と取り崩し額の増大（物価急騰の反映）

が同時に進みうることを意味し，枯渇確率の増

幅要因となる。本稿で観測された経験分布（図

表 ２）と，インフレを右裾の長い対数正規分布，

株式リターンを左裾の長い ワイブル分布とす

る Tamimi et al. （2024）のモデル化とも整合

的である。

図表１　配当込み株式指数（上段）・CPI とドル円為替レート（下段）の推移

（注）　SP500と ACWI については円換算済み。
（出所）　著者作成。
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　以上を踏まえると，GBM モデルは分布の中

心部分の挙動の理解に適した簡便な近似である

ものの，尾部の厚さと非対称，時変のボラティ

リティを十分に捉えないおそれがある。本稿で

は， AES モデルを推定し，同一の一様乱数系

列を用いた GBM モデルの対照により，分布・

図表２　対数差分系列の分布と基本統計量

（注）　実線が対数差分系列の経験分布，点線が経験分布と同じ平均と標準偏差をもつ正規分布である。
（出所）　著者作成。

平均 標準偏差 歪度 超過尖度
IPCXIPOT005PSIWCA)％(率年)％(率年

ACWI 7.55 17.82 -0.97 2.93 1.00
SP500 10.28 18.46 -0.69 1.33 0.94 1.00
TOPIX 1.43 18.60 -0.43 1.30 0.69 0.52 1.00

調整済みCPI 0.55 0.99 1.03 5.55 0.04 0.04 0.06 1.00

相関
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ボラティリティ構造の相違だけを抽出して，積

立・取り崩しの元本割れ・枯渇確率を比較する。

ここでは特に，新 NISA の総枠・年間投資枠

およびインフレ連動の取り崩しという制度・運

用上の条件を明示的に実装し，個人投資家の意

思決定に照らした実務的な差の大きさを検討す

る。以下では，この立場からデータとモデルを

順に述べる。

３．データ

3.1　基本統計量

　本稿で使用する過去データは S&P500TR 

（Total Return），MSCIACWI （Morgan Stan-

ley Capital International All Country World 

Index 配当込み指数），TOPIX 配当込み指数，

ドル円為替レート， 消費者物価指数の1989年

１月から2023年12月までの420か月分の月次

データである２。S&P500TR と MSCIACWI は

ドル建てなのでドル円為替レートを乗じて 円

建てにする。また，これらの指数がすべて配当

込みのトータルリターンであるのは，本稿では

日本国内の個人投資家が分配金再投資型の全米

株式あるいは全世界株式の指数連動型投資信託

を為替ヘッジ無しで投資することを想定してい

るためである。本稿では，円建て S&P500TR，

円建て ACWI，TOPIX 配当込み指数をそれぞ

れ SP500，ACWI，TOPIX と表記する。また

適宜，対応する市場名（米国株，全世界株，日

本株）も併用する。

　図表１に３つの配当込み株式指数と CPI 及

びドル円為替レートの推移を示した。観測期間

内で米国株は36 .17倍に増加したが，日本株は

1.65倍にしかなっていない。全世界株は米国株

が約６割を占めるため，米国株と同じような推

移をみせているが，米国ほど株式市場が好調で

なかった日本を含む他の地域の影響を織り込ん

だ結果，13 .95倍に成長してきた。日本の CPI

は観測期間のほとんどで横ばいであったが，直

近でようやく上昇をみせている。CPI には12か

月周期の季節性があるため次節以降のモデル化

には季節調整済み CPI を用いる３。本稿では株

式指数の収益率や物価指数の変化率などはすべ

て対数差分で定義する４。

　これらの対数差分系列の年換算の平均，標準

偏差などの基本統計量を図表２に示した。ボラ

ティリティ（収益率の標準偏差）は３つの株式

指数で同程度である。また，いずれの株式指数

と CPI の相関も本稿の観測期間では一貫して

低いため５，次章以降では両者を独立した １ 

変数モデルとして扱う。本稿では，各株式指数

を個別のシミュレーション対象として扱い，

ポートフォリオを構成しないため，株式指数同

士の相関構造は分析の射程外とする。

　図表２において各対数差分系列の正規分布の

02　S&P500TR とドル円為替レートは Yahoo!Finance，ACWI 配当込みは MSCI のウェブサイト，CPI は総務省統計局のウェブ
サイトから入手した。TOPIX 指数データとその配当データは Investing.com から入手し，配当込み指数を算出した。

03　R の decompose 関数により seasonal 成分を除去した時系列データを用いてモデル化し６章のシミュレーションでは， 
seasonal 成分を再加算することで季節性を復元した。

04　これら４つの系列について単位根検定を行った結果，原系列と対数系列については非定常，差分と対数差分については定常
であった。また，４つの対数系列について Johansen 検定を行い共和分関係がないことも確認した。

05　図表２では観測期間を通じての相関係数を示したが，基本的に相関係数は時変的と考えられるため，DCC-GARCH （Dynamic 
conditional correlation-generalized autoregressive conditional heteroscedasticity）モデルを推定して各株式指数の収益率と季
節調整済みインフレ率の時変的な相関係数を計測し，観測期間を通じて低い相関であることを確認した。
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尖度３を基準にした超過尖度はすべて正の値で

あった。これは株式指数の月次収益率や CPI

月次変化率の無条件分布がファットテイルであ

ること，すなわち，ブラック = ショールズモ

デル（GBM モデル）のような標準的なファイ

ナンス理論で仮定される正規分布よりも極端な

事象が起こる確率が大きいことを意味する。さ

らに分布の左右非対称性を表す歪度をみると，

株式指数については負，CPI については正と

なっており，前者は左裾が厚く，後者は右裾が

厚い分布になっている。つまり，株式について

は正規分布で想定されるよりも大きな下落が実

際には数多く観測され，物価については急激な

上昇が現実には起こっている。以上の現象を図

示すると図表２の月次分布のグラフのようにな

る。現実のデータの挙動をよりよく捉え，ここ

で示された月次分布の特徴を再現しうるモデル

として４章で AES モデルを導入する。

3.2　単一期間のバックテスト

　この節では過去のデータを使った積立と取り

崩しのバックテストを行う。図表３に1989年１

月から全世界株，米国株，及び日本株ファンド

に毎月定額積立を実行した場合の35年間の評価

額の推移を示した。新 NISA の年間投資枠は

360万円なので，毎月30万円を積立すると，５

年で総枠1800万円を埋めることになる６。本稿

では新 NISA 単独の運用パフォーマンスに焦

点をあてるため，積立完了後の30年間は売買を

せず，同一ファンドの保有を継続するものとす

る７。図表３の上段左のグラフが月30万円積立

のケースを示している。以下，中段左に月15万

円積立，下段左に月７万５千円積立，上段右に

月５万円積立のケースを同様に示した。また中

段右の月３万円積立の場合は35年では総枠1800

万円は使い切れず1242万円の投資額に対して米

国株なら１億円以上，全世界株なら7000万円以

上，日本株でも3000万円以上の評価額となって

いる。下段右の月１万円積立でも414万円の投

資元本に対し，日本株でも２倍以上，全世界や

米国株なら２千万円問題を解決している。なお，

月３万円積立と月１万円積立では，どちらも総

枠を使い切る途中なので，投資元本や評価額は

後者の結果は単純に前者の結果の３分の１に

なっている。

　次に図表４に観測期間中での取り崩しバック

テストの結果を示す。本稿では初期資産額の一

定割合を毎月取り崩すことにする。例えばトリ

ニティ・スタディなどで有名な年率４％取り崩

しの場合，毎月初期資産額１の0.333…％（４％

÷12）を取り崩す。ただし，物価水準に応じて

取り崩し額は変化させるものとする。また，資

産額が０以下になった場合を枯渇とよび，それ

以降の運用は行わず資産額０として推移させ

る。年率１％取り崩しの場合，日本株でも枯渇

しないが，２％で取り崩すと開始から217か月

（2007年１月）に枯渇する。全世界株の場合は

６％で取り崩すと406か月（2022年10月）に枯

渇する。取り崩し率を10％にした場合には米国

株ですら311か月（2014年11月）で資金が枯渇

06　新 NISA には「つみたて投資枠」と「成長投資枠」があり，それぞれ年上限120 万円・240 万円であるが，本稿で想定する投
資対象ファンドは両枠で投資可能である。

07　新 NISA では売却した商品の取得価額（簿価）分が翌年以降に再利用可能である。総枠1800万円を使い切った後に評価損となっ
ている場合，取得価額（簿価）ベースで年間投資枠（360万円）相当を売却し，翌年に年間投資枠（360万円）で買い直すと，
平均取得価額が下がって同じ総枠1800万円の範囲内でも非課税で保有できる口数（数量）が増え得るが，この取引を組み込む
と累積の投資元本が1800万円を超えるケースが生じ，同一積立額ケース間の比較が成立しなくなるため，本稿では扱わない。
取り崩し局面で再投資まで許す場合も，消費・再投資ルールの仮定が必要となり比較設計が別物となるため，扱わない。
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図表３　積立バックテスト

（出所）　著者作成。
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図表４　取り崩しバックテスト

 （出所）　著者作成。
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することがわかる。

3.3　ローリング法によるバックテスト

　この節ではローリング法によるバックテスト

の結果を示す。この方法では観測期間の一部の

期間を繰り返し切り取ってバックテストを行

い，積立や取り崩しの評価額の分布を得ること

ができる。例えば，運用年数を10年（120か月）

とする場合，［1989年１月, 1998年12月］, ［1989

年２月, 1999年１月］, …, ［2014年１月, 2023年

12月］というように期間の異なるバックテスト

の結果を300通り得る。一般に観測期間が n か

月，運用月数を k か月とすると n-k 通りのサン

プルパスの積立や取り崩しの結果を得る。よっ

て，k が n に近づくにつれてバックテストの回

数は減ってしまう。特に，検証したい運用期間

k がデータの観測期間とあまり変わらない程長

くなると，異なるバックテスト期間といっても，

それらの期間のデータの重複は多く，ほとんど

同一のサンプルパスでのバックテストしかでき

ないことになるので，あまり長い運用期間のパ

フォーマンスを評価するのには向かない。

　図表５にローリング法バックテストによる積

立の元本割れ確率を示した。運用年数10年の場

合，月30万円積立なら５年で積立が終り，月

５万円から月15万円積立では積立額は異なるが

10年間ずっと積立を継続しているので，元本割

れ確率は同一である。ACWI と SP500の場合ど

の積立額でも20年運用すると元本割れする確率

はゼロとなる。TOPIX でも30年運用すると元

本割れ確率がゼロになる。

　図表６はローリング法バックテストで取り崩

しの枯渇確率を計算した結果である。上述の単

一サンプルパスのバックテストの時と同様，取

り崩し開始時の資産額の一定割合を物価水準に

合わせて毎月取り崩しした。ACWI と TOPIX

に関しては取り崩し率が大きいほど，また，運

用年数が増えるほど枯渇確率が上がるという自

然な結果になっている。SP500に関しては取り

崩し率６～８％において運用年数20年の枯渇確

率が30年のそれを上回るという直観に反する結

果となっている。資産取り崩し開始直後に株価

の大きな下落に見舞われ資産額が縮小した場

合，最終的に資産が枯渇する確率が高くなる。

運用年数20年の場合は2000年代初頭のドットコ

ムバブル崩壊がちょうど取り崩し開始直後にあ

たり，その後資産が回復する前にリーマン

ショックを迎えるというサンプルパスが含まれ

図表５　ローリング法バックテストによる積立の元本割れ確率

（出所）　著者作成。

運用年数 月5万円積立 月10万円積立 月15万円積立 月30万円積立
10 10.67 10.67 10.67 4.67

ACWI 20 0.00 0.00 0.00 0.00
30 0.00 0.00 0.00 0.00
10 13.00 13.00 13.00 13.67

SP500 20 0.00 0.00 0.00 0.00
30 0.00 0.00 0.00 0.00
10 38.00 38.00 38.00 52.00

TOPIX 20 28.33 28.89 28.89 31.11
30 0.00 0.00 0.00 0.00
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る。一方，運用期間が30年になると，取り崩し

開始時点が1989年１月から1993年12月に限定さ

れ，比較的株価が安定した時期の後，90年代後

半の上昇期を迎えるので，その後のドットコム

バブルやリーマンショックで資産が枯渇しにく

いサンプルパスとなっていて，取り崩し率が

８％になってようやく枯渇率が10％になる。

　SP500の場合のような不自然な結果はローリ

ング法の限界を示している。運用期間が観測期

間に近づくほどサンプルパスの重複が大きくな

り，実質的に独立した検証にならないためであ

る。上述の通り，この方法は長期運用のパフォー

マンス検証には適さない。

４．モデル

4.1　ARMA-EGARCH-skew-tモデル

　SP500，ACWI，TOPIX，及び季節調整済み

CPI の４系列の対数差分 rt を

　

　　　　　
　

と平均からの偏差 Xt に変換し，Xt を定常ARMA

モデル，さらに Xt の条件付き分散に Nelson 

（1991）の EGARCH モデルを仮定する。すな

わち，

　

　

　　　 

　

　

　
　

　　　　  
　

とする。これを ARMA（p,q）-EGARCH（r,m）モ

デルとよぶ。αj は符号効果を表し，これが負

（正）の値をとるとき，j 期前においての負の

ショックが t 期の条件付き分散σt
2 を増加（減

少）させる。逆に j 期前においての正のショッ

クは条件付き分散σt
2 を減少（増加）させる。 

γj をサイズ効果といい，これが正の値をとる

とき，過去の大きなショックが現在のボラティ

リティσt
2 を増大させる。βj はボラティリティ

の持続性を表す。

　また，zt は独立同一で平均０，分散１の非対

称 t 分布に従うとする。本稿では Fernandez 

図表６　ローリング法バックテストによる取り崩しの枯渇確率

（出所）　著者作成。

年数＼取崩率 1% 2% 3% 4% 5% 6% 7% 8%
10 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 2.000

ACWI 20 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 8.889 32.778 47.778
30 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 23.333 45.000 70.000
10 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

SP500 20 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 18.333 30.000 33.889
30 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 10.000
10 0.000 0.000 0.000 0.000 0.333 4.667 9.667 24.000

TOPIX 20 0.000 0.000 10.000 31.667 66.111 80.556 89.444 95.556
30 0.000 26.667 100.000 100.000 100.000 100.000 100.000 100.000
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and Steel （1998）の非対称 t 分布を用いる。こ

の分布の密度関数 f *（x）は，自由度νの t 分布

の密度関数を f （x）としたとき，

　

　

　　　
　

で定義される。この密度関数は x＝０に対して

左右非対称になっており，０< δ <１ のとき，

左裾が長く，δ >１のとき，右裾が長い分布に

なる。また，νが小さいほど正規分布と比べて

分布の裾が厚くなる。δ＝１かつν→∞のと

き標準正規分布となる。

　以上のようにモデル化することにより，前章

でみた月次対数差分系列の無条件分布の特徴を

捉えることができる。分布の裾の厚さは条件付

き分散が時間を通じて一定でなく，持続性を持

つことによって生じ，ファイナンスの文献では

しばしばこの現象をボラティリティ・クラスタ

リングとよぶ。また無条件分布の非対称性は

EGARCH モデルが過去の標準化撹乱項 zt－j の

符号により条件付き分散の式が変化することか

ら生じ，株価が下落するときは上昇するときよ

りボラティリティが大きくなりやすいという現

象をモデル化している。この現象はしばしばレ

バレッジ効果と解釈される。

　条件付き分散の EGARCH モデルによる定式

化により，標準化誤差項 zt の分布が標準正規

分布でも上記の無条件分布の特徴はある程度反

映される。しかし，次章の推定パラメータで示

される通り，実際のデータの分布の裾の厚さと

非対称性の程度を十分に表現するには不十分で

ある。よって，条件付き分散の定式化だけでは

捉えきれない月次無条件分布の裾の厚さと非対

称性を，zt の分布に非対称 t 分布を用いること

で補う必要がある。

4.2　幾何ブラウン運動モデル

　幾何ブラウン運動モデルは対数差分系列が時

間を通じて一定の平均と分散を持つ独立同一の

正規分布に従うとするモデルである。よって，

上述の AES モデルで ARMA（0,0）-EGARCH

（0,0）かつ f * が標準正規分布の密度関数の場

合が， GBM モデルに相当し，AES モデルの特

殊ケースである。

　前章の図表２で対数差分系列の月次無条件分

布（実線）と共に同一の平均と分散を持つ正規

分布（破線）で表した。幾何ブラウン運動モデ

ルを仮定するということは，実際の分布は実線

のようになっているのにもかかわらず，簡易的

に破線の分布を用いていることに他ならない。

このような簡略化がどの程度許容されるかを，

特に６章では積立や取り崩しにおける分布の裾

にあらわれるテイルリスクという観点で論じる。

５．推
　

定

　前章のモデルを３章でみたデータに適用して

推定する。推定には最尤法を用いる。AES モ

デルの次数は基本的に BIC によって選択する。

本稿では後のモンテカルロ・シミュレーション

で大量のデータを発生させるため，計算時間の

都合上，AIC と比較してより低い次数を選択

する BIC を採用した。

　条件付き平均モデルの次数はインフレ率に関

しては ARMA（0,1）モデル，すなわち MA ⑴

モデル，それ以外については ARMA（0,0）モデ

ルが選択された。条件付き分散モデルの次数は

いずれの系列についても EGARCH（1,1）が選

択された８。
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　図表７に各パラメータの推定値を示した。月

次インフレ率については MA ⑴モデルが選ば

れ，その係数は正の値ではあるものの有意では

ない。よってほぼ持続性はないとみなすことが

できる。その他株式指数の収益率に関しては自

己相関はないといってよい。

　次に条件付き分散モデルについては全ての系

列で持続性がみられる９。非対称性の方向性は

α1 の符号にみられるように（ただし，ACWI

については有意ではない），３種の株式指数と

物価指数では反対になる。以上の２点はどちら

も図表２でみられた月次無条件分布の特徴と整

合的である。

　また，zt の分布に関するパラメータについて

も，t 分布の自由度νはすべての系列で17以下

となっており，分布の裾の厚さを示している。

非対称性を表すδは株式指数については左裾，

物価指数については右裾が長くなっていることが

わかる。この zt の分布の特徴と上記で述べた条

件付き分散の定式化に由来する特徴が掛け合わ

さって，最終的に図表２で示した月次無条件分

布のファットテイルと非対称性を再現できる。

　最後にこのモデルの定式化が妥当か否かを確

かめるために，残差を診断する。AES モデル

推定から得られる残差ε̂t とボラティリティの

推定値σ̂t から標準化残差

　

　　　　　　　　  
　

を算出し，独立同一の非対称 t 分布に従うとい

08　日本株に関しては EGARCH（1,3）の BIC が最小だったが，残差診断をパスしなかったので，BIC が２番目に小さく残差診断
をパスした EGARCH（1,1）を選択した。

09　EGARCH（1,1）モデルが動学的に安定するには，Nelson（1991）が示したように，持続性パラメータβ1 が |β1 |＜１を満たす必
要がある。ここで推定されたβ1 はいずれもこの条件を満たしている。

図表７　AESモデルの推定と残差診断

（注）�　*** は１％有意，** は５％有意，* は10％有意を表す。LB と LB2はそれぞれ，
標準化残差とその２乗のリャン・ボックス検定統計量を表す。KS はコルモゴロフ・
スミルノフ検定統計量，AD1と AD2はそれぞれ，アンダーソン・ダーリング検
定統計量のバージョン１と２を表す。

（出所）　著者作成。

ACWI SP500 TOPIX CPI
b1 0.003
ω    -1.185 -1.698 * -0.460 *** -1.277 ***
α1 -0.185 -0.139 * -0.109 *** 0.110 **
β1 0.803 * 0.714 *** 0.922 *** 0.892 ***
γ1 0.134 0.175 * 0.057 *** 0.054 *
δ    0.707 *** 0.751 *** 0.849 *** 1.153 ***
ν    10.681 * 14.036 16.732 5.576 ***
LB(36) 26.301 36.705 24.781 40.110
LB2(36) 18.562 34.750 31.304 7.428
LB(60) 64.567 74.587 * 50.578 59.843
LB2(60) 32.067 52.042 59.361 13.971
KS 0.034 0.029 0.042 0.036
AD1 0.253 0.355 0.300 0.511
AD2 0.253 0.354 0.300 0.511
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う仮定が妥当か確認する。まず，標準化残差系

列とその２乗の系列に対してリャン・ボックス

検定を行い系列相関が残っていないか確認し

た。図表７にその結果を示した。ここでは１次

から36次までの自己相関がすべてゼロであると

いう帰無仮説の下での標準化残差とその２乗

リャン・ボックス検定統計量を示している。す

べての系列について帰無仮説は有意水準10％レ

ベルでも棄却されず，標準化残差の無相関性は

確保されているといってよい。60次までのリャ

ン・ボックス検定の結果も同様であった。

　また，標準化残差の分布に関して，コルモゴ

ロフ・スミルノフ検定とアンダーソン・ダーリ

ング検定を行った。これら２つの検定は複数の

データの分布が同一の分布に従うという帰無仮

説を検定するという点では共通しているが，前

者は分布の中央部分，後者は分布の裾部分に

ウェイトを置くことができるという柔軟性があ

る。本研究のようにファイナンスにおけるテイ

ルリスクのモデル化に焦点をあてる場合は後者

の結果の方がより重要である。ここでは標準化

残差の分布と推定されたパラメータをもつ非対

称 t 分布が同一であるという帰無仮説を検定す

る。アンダーソン・ダーリング検定にはバージョ

ン１とバージョン２がある。前者はコルモゴロ

フ・スミルノフ検定同様，分布の中央部分の評

価に重きを置くものであるが，後者は分布の裾

部分の差をより評価する検定となっている。図

表７によると４系列すべての３つの検定におい

て帰無仮説は有意水準10％でも棄却できない。

すなわち，標準化残差は非対称 t 分布によるモ

デル化で十分であり，特にアンダーソン・ダー

リング検定のバージョン２の結果は分布の裾部

分のモデル化の妥当性を支持している。サンプ

ル内にはリーマンショック等の月次の大きな下

落も含まれており，計量ファイナンス分析の文

脈では，しばしば，下方ジャンプ過程などの追

加的なモデル化が必要とされる場合があるが，

今回の分析では AES モデルで十分であると言

える。

６．シミュレーション

6.1　各時系列の発生

　前章で得た推定モデルを用いて50年分すなわ

ち600か月分のデータをそれぞれ5000 通り発生

させた。シミュレーションの際の初期値は，推

定期間の最終時点の2023年12月の実績値（ボラ

ティリティに関しては推定値）を使う。また，

GBM と AES の２つのモデルの違いに焦点を

あてて比較するために，ここで発生させる標準

化誤差項 zt は２つのモデルについて同一の一

様乱数（共通乱数；Common Random Num-

bers : CRN）から発生させる。すなわち，ut を

区間［0,1］上の一様乱数とすると，標準正規乱

数 zt
n と非対称 t 分布からの乱数 zt

n はそれぞれ，

　
　　　
　
　　　
　

として生成する。ただし，Fn（・）, Fs （・）はそれ

ぞれ，標準正規分布と非対称 t 分布の分布関数

である。この CRN の採用により，GBM と 

AES のペア比較で元本割れ確率や枯渇率の差

をモデル構造（分布・時変ボラティリティ）の

みに帰着させることができる。

　図表８にシミュレーションで発生させた600

か月×5000系列（計300万）の月次収益率分布

を示した。実線は AES モデル，破線は GBM

モデルを用いて発生させたデータのヒストグラ
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ムである。図表２で示した現実データの月次収

益率の無条件分布を概ね再現しているといって

よい。

　AES モデルでは株式指数の収益率分布は

GBM モデルの正規分布に比べて左裾が厚くな

る。すなわち，GBM モデルは大幅な価格の下

落リスクを過小評価する。逆に，物価指数の変

化率の分布については，物価上昇時にボラティ

リティが大きくなり，極端に大きなインフレ率

につながるので，AES モデルは右裾を厚くす

図表８　シミュレーションによる月次収益率分布

（注）　実線が AES モデル，破線が GBM モデルによって発生させた収益率分布である。
（出所）　著者作成。

AES GBM AES GBM AES GBM AES GBM
ACWI 7.601 7.503 17.661 17.829 -0.785 -0.001 2.458 -0.002
SP500 10.390 10.302 18.229 18.460 -0.591 -0.001 1.367 0.000
TOPIX 1.520 1.441 18.299 18.613 -0.335 0.000 0.958 -0.001
調整済みCPI 0.553 0.548 0.953 0.985 0.590 0.000 4.749 0.003

歪度 超過尖度平均(年率％) 標準偏差(年率％)



価格モデルの精緻化はインデックス投資のリスク評価に影響するか？ ―新 NISAを想定した長期シミュレーションによる検証―

70

る。これは GBM モデルがインフレ上昇リスク

を過小評価することを意味する。このようにモ

デルの精緻化によってより正確に評価されたテ

イルリスクが，実際の積立や取り崩しに与える

影響を次節以降で考察する。

6.2　積立シミュレーション

　ここでは前節で発生させた50年分の価格系列

を使って，新 NISA の投資可能枠で積立投資を

実行した場合の資産推移のシミュレーションを

行う。新 NISA の総枠は一人当たり1800万円，

年間投資枠は360万円である。例えば，毎月30

万円積立投資することによって最短５年で総枠

を使い切ることができる。その後は追加で投資

はせず，NISA 口座内のみの資産推移をみる。

その他の積立パターンとしては，毎月15万円積

立なら10年，10万円なら15年，５万円なら30年，

３万円なら50年で総枠を埋めることになる。

　本稿の設定で得られる評価額の中央値は，

GBM と AES の間で大差がなく，一定の利回

りを仮定した簡便な積立シミュレーションが与

える値とも概ね一致する。したがって，中央値

の水準を目安として把握する段階では，こうし

た近似でも十分な示唆を与える。他方で，運用

計画にとってより重要なのは分布の裾に位置す

る結果であり，特に長期積立における元本割れ

のような稀な事象に関する確率である。

　図表９に上記の積立シミュレーションにおけ

る元本割れ確率を示した。５％を下回るような

小さな元本割れ確率を示す場合（表中のグレー

の部分）は AES モデルのシミュレーション確

率が GBM モデルのそれを上回っている（太字

部分：米国株月５万円積立，50年の場合を除く）。

これは図表２や図表８でみられる株式指数収益

率の左裾の厚さによるものである。すなわち，

簡単な GBM モデルは，より現実データの挙動

を反映した AES モデルよりも極端な下落のリ

スクを過少評価することになる。

　GBM モデルよりも正確な評価を求めて AES

モデルを使うべきかどうかは，投資家の目的次

図表９　積立における元本割れ確率

（出所）　著者作成。

AES GBM AES GBM AES GBM AES GBM AES GBM
10 10.76 11.00 10.76 11.00 10.76 11.00 10.76 11.00 10.38 10.26
20 4.80 4.46 4.80 4.46 4.54 4.28 4.14 3.78 3.78 3.48

ACWI 30 2.28 1.70 2.28 1.70 1.76 1.50 1.68 1.36 1.58 1.36
40 0.98 0.90 0.82 0.82 0.86 0.72 0.84 0.62 0.76 0.64
50 0.56 0.44 0.50 0.30 0.42 0.28 0.28 0.26 0.22 0.22
10 5.54 5.68 5.54 5.68 5.54 5.68 5.54 5.68 4.90 4.82
20 1.48 1.38 1.48 1.38 1.40 1.28 1.14 0.98 1.10 0.80

SP500 30 0.46 0.30 0.46 0.30 0.26 0.18 0.18 0.22 0.10 0.10
40 0.02 0.00 0.02 0.00 0.04 0.00 0.02 0.00 0.02 0.00
50 0.02 0.02 0.02 0.04 0.02 0.00 0.02 0.00 0.00 0.00
10 35.86 39.30 35.86 39.30 35.86 39.30 35.86 39.30 36.50 39.62
20 32.70 35.54 32.70 35.54 33.02 35.74 33.22 36.10 32.80 35.68

TOPIX 30 29.00 31.80 29.00 31.80 30.18 32.44 30.56 32.98 31.28 33.48
40 28.42 30.78 28.82 31.24 29.48 31.28 29.86 31.58 29.94 31.74
50 25.10 27.76 26.36 28.64 26.94 28.58 27.06 28.88 27.30 29.26

3万円以下 5万円 10万円 15万円 30万円
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第である。テイルリスクのわずかな違いが投資

判断に影響しうる専門的な投資家も存在するか

もしれないが，個人投資家が新 NISA で毎月積

立をする場合の元本割れ確率を考えると，テイ

ルリスクの過小評価といっても１％ポイントに

満たない差であり，実際の投資の意思決定に影

響するほどではない。よって，テイルリスクを

やや過小評価する点に留意すれば， GBM モデ

ルは十分に実用に耐えうると考える。

6.3　取り崩しシミュレーション

　ここでは6.1節で発生させた50年分の株式指

数系列と消費者物価指数系列を使って，資産形

成後の取り崩しシミュレーションを行う。初期

値を１として，初期値の一定割合（年率１〜

８％）に相当する額を毎月取り崩す。取り崩し

額は物価水準に連動させる。資産額が０以下と

なった系列を枯渇系列とし，それ以後０で推移

させる。枯渇確率は各時点の5000系列に占める

枯渇系列の割合とする。

　図表２や図表６でみたように，インフレ率の

分布は右裾が厚くなっており，これは物価水準

上昇時にボラティリティが大きくなり，極端に

大きなインフレ上昇率は正規分布よりも大きい

確率で起こることを意味する。よって GBM モ

デルのように株式指数の収益率やインフレ率に

正規分布を仮定するということは，現実データ

よりも株式指数の極端な下落やインフレの急上

昇の確率を過少評価していることになる。本稿

では前述の通り株式指数と物価指数は独立と仮

定しているが，株価の急落と物価の急騰が重

なった時，すなわち，資産評価額の減少と取り

崩し額の増大が同時に起きた時，枯渇リスクが

増幅する。前節でみた積立における元本割れリ

スクは株式指数の左裾テイルリスクの過小評価

のみの影響であった。取り崩しにおいては，株

価の左裾テイルリスクにインフレ率の右裾テイ

ルリスクも加わることにより，積立の場合より

も深刻な GBM モデルによる過小評価が起こる

と考えられる。

　また，過去データにおけるインフレ率の実績

平均値は図表２で示した通り年率0.550％と低

水準であり，極端にインフレ率が低い期間の

データとなっている。サンプル期間の最終盤で

ようやくインフレ率は上昇し始めて，中央銀行

のインフレ目標である年率平均２％を超えてき

ている。ここでは将来的に年率平均２％のイン

フレ率が安定的に続いた場合のシミュレーショ

ン結果も併記する。

　取り崩しにおいても資産額の中央値に関する 

GBM と AES の差は小さい。他方で，取り崩

し率が高く期間が長いほど，想定するインフレ

の平均水準（実績の平均 0 .55％とインフレ目

標の ２％）の違いは中央値にも徐々に反映さ

れる。

　図表10は，２つのモデルにおける枯渇確率の

比較結果を示している。資産が枯渇する確率は

取り崩しをする退職者にとって最も関心のある

数値である。通常のリスク回避的な退職者であ

れば自身が想定する取り崩し期間に対して枯渇

確率を小さく保つことのできる取り崩し率を選

択するのが自然である。よって，小さな枯渇率

を達成できるような取り崩し期間と取り崩し率

の組み合わせの場合の評価はより重要である。

図表10でみられるように５％以下の小さい枯渇

確率（表中のグレーの部分）において GBM モ

デルは AES モデルよりも枯渇確率を過小評価

している（太字部分：インフレ率２％，米国株

50年運用，取り崩し率１％の場合を除く）。

　これは，図表２や図表８でみられる株式指数
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収益率の左裾の厚さとインフレ率の右裾の厚さ

という二つの要因が重なることで生じており，

積立の元本割れ確率の場合よりも影響は深刻に

なりうる。すなわち，GBM モデルは株式指数

の左裾のテイルリスク（株価下落リスク）およ

び CPI の右裾のテイルリスク（物価上昇リス

ク）をいずれも AES モデルに比べて過小評価

する傾向がある。こうした二つのテイルリスク

が同時に生じうる局面では，取り崩しの安全性

に与える影響を慎重に考える必要がある。

　とはいえ，図表10の確率値を見ると，積立の

場合と同様，テイルリスクの過小評価が重なり

得る局面でも，もともとの確率水準が小さいた

め，両モデル間の差は限定的である。例えば，

本来 ５％ 程度の確率で起こる事象の確率をほ

ぼ０％ と評価してしまえば，個人投資家の意

思決定に影響を及ぼしうるが，図表10でみられ

る過小評価の程度は，５％に満たない水準では

両モデル間で１％ポイント未満の差にとどまっ

ている。つまり，２モデル間でほぼ確実に過小

評価はあるが，その差は小さく安定しているの

で，簡易的に GBM モデルを用いるとしても，

テイルリスクをやや過小評価していることに注

意している限り実用上の問題はないと結論付け

たい。

７．おわりに

　本稿では資産価格モデルの精緻化が新 NISA

で想定される長期インデックス投資のシミュ

レーション結果に与える影響を調べた。具体的

には，幾何ブラウン運動の仮定を緩め， 精緻化

モデルとして AES モデルを採用し，両者を比

較した。AES モデルは収益率分布の非対称性

と裾の厚さを表現できる。これらの収益率分布

の特徴は株価をはじめとする金融時系列データ

の実証分析でよく知られているものであり，幾

何ブラウン運動モデルでは捉え切れない特徴で

ある。

　AES モデルの推定結果によると３種類の株

式指数の月次収益率のボラティリティには持続

性や非対称性が観測された。これは株価が下落

するときは大きなボラティリティを伴うことを

意味する。また日本のインフレ率分布にも株式

指数とは逆方向の非対称性がみられ，物価に関

しては上昇時の方がその変動率が激しいことが

わかった。これらの推定された AES モデルを

用いたシミュレーションによる月次収益率分布

には分布の非対称性や裾の厚さなどの過去の

データで得られた特徴を再現しており，単純な

幾何ブラウン運動モデルの月次収益率分布であ

る正規分布とは明確な違いがあった。

　さらに，これらのシミュレーション系列を

使って積立と取り崩しの成功率を計算し２つの

モデル間の差異を示した。積立の元本割れ確率，

取り崩しの資金枯渇確率ともにテイルリスク，

すなわち，稀に起こる小さな確率を GBM モデ

ルではほぼ確実に過小評価することがわかっ

た。これは上述の通り，現実データのファット

テイルや非対称性を無視しているからである。

　厳密なリスク評価を目的とするならば，モデ

ルを精緻化して，より正確に分布の裾の確率を

評価する必要がある。しかし，本稿では上述の

シミュレーション結果を鑑みて，新 NISA で想

定されているような個人が資産運用に際しての

目安を得たいという目的ならば，モデルの精緻

化による差異は意思決定に影響を与える程では

ないと結論付けた。よって，積立や取り崩しの

シミュレーションを行う際に簡便な GBM モデ

ルを用いることは，ややリスクを過小評価して
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いるという事実を念頭におく限り大きな問題に

はならないと考える。
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